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Etapas del diseno recursivo

I. Definicion de la cabecera del método:
Perfil del método
Talla del problema

2. Anilisis de Casos:

Hacer explicito los casos base y general de la recursion,
estableciendo para cada uno de ellos las instrucciones que
los resuelven.

3. Transcripcion del Andlisis de Casos (a Java)
4. Validacion del diseno:

Comeprobar que en su caso general, las llamadas que se
realizan resuelven el mismo problema para tallas menores
hasta alcanzar el caso base (Prueba de Terminacion).

Descomposicion recursiva ascendente
de un vector

» Un vector se puede descomponer de manera légica en
dos partes diferenciadas:

Componente a procesar y resto de componentes por procesar.
0

v.length-|
v v[0] sﬂbarrty V[I v.Ifngthtl]
I v.length-|
vl I 'subarray v[2 ... v.length-]
v.length-|
Esta  aproximacion  permite el subarray vacio
planteamiento de algoritmos recursivos S

para procesar vectores.

subarray vacio
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Descomposicion recursiva descendente
de un vector

» Es posible aplicar el mismo patrén al recorrido
descendente de un vector.

0 v.length- |
\% [ ~ subarray v[0 ..vlength-2]

0 v.length-2

“subarray v[0 ... vlength-3]

0

subarray vacio

subarray vacio
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Diseno de un Método Recursivo de
Recorrido de un Array

» Parametros formales del método:
El vector de objetos (T[] v) (notese el uso de genericidad)

La posicion que marca el inicio del recorrido en cada
llamada

La posicion que marca el fin del recorrido en cada llamada
» Talla de v[inicio ... fin]= fin — inicio +1
» Tipo de descomposicion recursiva:

Ascendente: inicio se incrementa en cada llamada hasta que
supera a fin en el caso base: inicio == fin + | (inicio>fin)

0 <inicio < v.length AND fin == v.length - |
Descendente: fin se decrementa en cada llamada hasta que
supera a inicio en el caso base: fin == inicio — | (fin<inicio)

-1 <fin < v.length-1 AND inicio == 0

Ejemplo de Recorrido Recursivo
Ascendente de un Vector

/** 0 <= inicio <= v.length AND fin == v.length-1 */
private static <T> void recorrer(T v[], int inicio, int fin) {

if (inicio <= fin ){ @
procesar(v[inicio]); Si en cada llamada recursiva.se Ie. pasa
el vector como argumento. ;La pila de
recorrer(v, inicio + | y fin); recursion se llenara enseguida para
} vectores de gran tamafo?

{Qué tipo de recursion es?

Ejercicio: Suma Recursiva de Vector

» Disenar un método recursivo que calcule la suma de las
componentes de un vector de enteros v:

}

public static <T> void recorrer(T Vv[]) {
recorrer( v, 0, vlength - 1);

}

» Se ha disenado un método privado y un método via o
lanzadera publico que permite facilitar su uso para que

trabaje sobre todo un vector.
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11 0 < inicio < v.length AND fin == v.length-|
private static int sumarArray(int v[] , int inicio, int fin) {

}

Il sumarArray(v, inicio, fin) == Yi=inicio...fin v[i]

» Implementar el método general, el método via y realizar
un analisis del diseno recursivo.




Busqueda Recursiva Secuencial:

Busqueda Recursiva Secuencial: Traza

Descripcion Animada
0 v.length-1
» Disenar un método recursivo que dados un objeto x y un
. . . 1 5 3 4 Tomando x =7
array de objetos v de tipos compatibles, obtenga la
posicion de la primera aparicion de x en v ¢ buscar(v, x, 0, v.length-1) == -| 7 «— talla= fin—inicio+| = 4
» Si el elemento no pertenece al vector entonces se
devolvera -| > NO'; buscar(v, x, inicio+ [, fin) talla-1 =3
| _
/1 0 <= inicio <= v.length AND fin = v.length -1 1 vlength-|
private static <T> int buscar(T v[],T x, int inicio, int fin){ 5 3 4
} "NO' r buscar(v, x, inicio* 1, fin) talla-1 =2
pin's G g
talla-1 = 0
5 0 buscar(vacio)
Busqueda Binaria Recursiva:
Busqueda Recursiva Secuencial Descripcion

private static <T> int buscar(T v[], T x, int inicio, int fin){
if (inicio>fin) return -1;
else {
if (v[inicio].equals(x) ) return inicio;
else return buscar(y, x, inicio+1, fin);
by
by
public static <T> int buscar(T v[], T x){
return buscar(y, x, 0, v.length-1);
b

» ¢Qué tipo de recursion presenta la bisqueda recursiva
secuencial? ;Cuanto decrece la talla del problema en cada
llamada recursiva? ;Existen instancias significativas?

» Si el vector esta ordenado, la bisqueda puede acelerarse.
» Busqueda Binaria Recursiva.
Aprovechar la ordenacion para guiar el proceso de busqueda

Evaluar el elemento central del vector y decidir por dénde
debe continuar la busqueda ?

{Qué caracteristica deberan
cumplir los objetos del vector?

» La clase de los objetos implementara el interfaz
Comparable<E> definiendo una relacion de orden
entre los objetos.

private static <T extends Comparable<T>>
int buscarBin(T v[], T x, int inicio, int fin);




Busqueda Binaria Recursiva: Traza

0 v.length-1
e
i o 3 4 Tomando x = 7
e
2 buscarBin(v, x, 0, v.length-1) == - ? «— talla= inicio—fin+1 = 4
/1
" NO buscarBin(v, x, mitad+1, fin) talla/2 = 2
"" g y
2 v.length-I|
A%l 4
RS talla/2 = |
» No'z buscarBin(v, x, mitad+ 1, fin)
talla/2 =0

buscar Bin(vacio)

Busqueda Binaria vs Busqueda
Secuencial

» Variacion de la talla en el peor de los casos:

La busqueda binaria consigue reducir a la mitad la talla
del problema en cada llamada recursiva.

La busqueda secuencial consigue reducir en una unidad
la talla del problema en cada llamada recursiva

» La busqueda binaria es mucho mas rapida que la busqueda
secuencial.

Pero solo es aplicable cuando el vector esta ordenado.

» Ademas, recuerda que Unicamente se puede ordenar un
vector cuando existe una relacion de orden entre los
elementos, es decir, que su clase implementa la interfaz
Comparable<E>.
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Busqueda Binaria Recursiva:
Implementacion

private static <T extends Comparable<T>> int
buscarBin(T v[],T x, int inicio ,int fin) {

if (inicio > fin ) return - [;

else { int mitad = (inicio + fin) / 2;

int cmp = v[mitad].compareTo(x) ;

if (cmp ==0) return mitad;

else if (cmp < 0) return buscarBin(y, x, mitad+1, fin);
else return buscarBin(y, x, inicio, mitad-1);

1

» La especificacion del método requiere que el vector de

sea de objetos cuya clase implemente Comparable<T>.
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Coste de un Método

Coste Espacial] Memoria Requerida

Coste de un
Método

Coste Temporal] Tiempo Requerido

[ AnélisisTeérico] |:> [ Analisis Experimental]

» El coste temporal de un método recursivo va ligado al tipo
de recursion (taxonomia), lo que permite incorporar la
eficiencia a la estrategia de diseno.




Complejidad Temporal: Recordatorio de
PRG

» Deteccion de la Instruccion Critica (asignacion,
comparacion, etc.), aquella que se ejecuta por lo menos
con tanta frecuencia como cualquier otra del método.

» Determinar la talla del problema que define la
cantidad de datos a procesar.

» Determinar las Instancia del Problema (a partir de
una talla fija):

Conjunto de configuraciones de los datos de entrada para las que el
comportamiento del método (y su coste) es el mismo.

» Las instancias del problema dan lugar a la deteccion del
caso mejor y del caso peor (fijando la talla del
problema a un valor > 0).
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Complejidad Temporal: Instancias
Significativas

Determinar

Talla del
Problema

iInstancias Significativas?

[ Caso Promedio]

No tiene instancias significativas. Se debe recorrer el vector.

Caso Peor

» Recorrido de un array:

» Busqueda en un array:
Si tiene instancias significativas:
Caso Peor: El elemento no esté en el array: TPy o (N)
Caso Mejor: Elemento en la primera posicién: TV ., (N)
Caso Promedio: Comportamiento general del método

Complejidad Temporal: Notacion
Asintotica (I)

» Consideremos una funcion que trabaja sobre un vector v
de n elementos. Para cada elemento realiza un conjunto
de k operaciones basicas (asignacion, aritmética, etc.).

public static <T> void procesaVector(T v[]){

for (int i = 0 ;i<vlength;i++){ // k operaciones basicas }

Longitud | 2 3 . n
del vector

Numero I*k 2%k 3%k n*k
de pasos

» El tiempo de ejecucion del método crece de manera
lineal (al mismo ritmo que) con el tamano del vector.
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Complejidad Temporal: Notacion
Asintotica (II)

» Consideremos una funcion que trabaja sobre un vector v
de n elementos. Para cada elemento realiza un conjunto
de k operaciones basicas.

public static <T> void procesaVector2(T v[]){
for (inti = 0;i < vlength ;i++) {
for (int j = 0 ; j<v.length; j++){ // k operaciones basicas }

b
Longitud I 2 3 . n
del vector
Nimero I*k 4*K 9%k ... nZ*k
de pasos

» El tiempo de ejecucion crece de manera cuadratica con

el tamano del vector.
20




Complejidad Temporal: Notacion
Asintotica (III)

» Uso de expresiones de Complejidad Asintotica:
T retodo(n) = 54%n2 + |3%*n
Tmetodo(n) € e(nZ)

» Para valores suficientemente grandes de la talla, el valor
de la funcion de complejidad esta completamente
determinado por su término dominante.

» La notacion asintotica permite expresar el coste
asintotico de un método:
0(f(n)): Conjunto de funciones en n que son como maximo
del orden de f(n):
Q(f(n)): Conjunto de funciones en n que son como minimo
del orden de f(n).

©(f(n)): Conjunto de funciones en n que son exactamente
del orden de f(n).
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Notacion Asintotica:

Nombre Notacion Asintética
Constante o)
Logaritmica O(log, n)

Lineal O(n)
n * log(n) O(n*log, n)
Cuadritica O(n?)

Cubica O(nd)
Exponencial O(2")

El coste mas interesante de todos es el constante puesto que
es independiente de la talla del problema.

Aunque el tamano del problema sea muy grande el algoritmo
con coste constante no tardara mucho mas (vision informal).
22

Representacion Grafica de Funciones

iQué funcion crec

e
mas rapida 2" o nWﬁ

Coste Temporal

5 10 15 20 25 30 35 40
23 Talla del Problema

Cubico vs Exponencial

Coste Temporal

5 10 15 20 25 30 35 40
Talla del Problema

» Para tamanos de problema suficientemente elevados es

mas costoso el exponencial que el cubico.
24




Metodologia General para el Analisis del
Coste Temporal de un Método

|. Determinar la talla del problema y expresarla en
funcién de una o mas variables del método a analizar.

2. Determinar las posibles instancias significativas del
problema para una talla concreta (Caso Mejor y Peor).

3. Determinar la complejidad asintotica para cada una
de las instancias significativas del problema.
Si no existen instancias significativas o coinciden sus cotas
de complejidad: T, oqo(talla) € o(f(talla))
Sino:
Si TP erodo (ta11a) € 0(f(talla)) entonces
Tretodo (tal1a) € O(f(talla))

En el caso que ™, .04 (talla) € o(g(talla)) entonces
Thetodo(ta11a) € Q(g(talla))
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Funcion Complejidad de un Método
Recursivo: Aplicacion al Factorial

» Complejidad Espacial: static int factorial(int n){
if (n == 0) return |;

Talla del Problema: n * .
else return n*factorial(n-1);

Complejidad Asintotica: ©(n) | }

Numero de Registros de Activacion (R.A) proporcional al valor de n.

Un andlisis experimental revelara el tamano del R.A.

» Complejidad Temporal: No hay instancias
significativas.
Ecuaciones de Recurrencia:
Trfactorial (h=0) =k
Tractoria1(N > 0) = 1 * Tepeporim(n - 1) + K’
La resolucion de las Ecuaciones de Recurrencia dan lugar a la
funcion de la Complejidad Temporal que debera ser acotada
por el Coste Asintotico.
2

Interpretando las Funciones de
Recurrencia (I)

T etodo(CasoBase(talla)) = k

T erodo(casoGeneral(talla)) = a * T, oqo(NOpPC) + b

» Siempre hay dos ecuaciones de recurrencia (caso base y
caso general de la recursion).
Si ademas hay instancias significativas entonces tenemos 4
ecuaciones de recurrencia (2 para el mejor caso y 2 para el
caso peor). Las del mejor caso suelen ser triviales.
» Las ecuaciones de recurrencia se expresan en funcion de
la talla del problema.

» k: Expresa el coste de realizar las acciones cuando se
alcanza el caso base (si depende de la talla del problema

se expresa como k*talla).
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Interpretando las Funciones de
Recurrencia (II)

T netodo(casoBase(talla)) = k

T (casoGeneral(talla)) =a * T, . (nopc) +b

metodo

» a:Indica el nUmero de llamadas recursivas que se realizan.
» op: Expresa como decrece la talla del problema:
Progresion aritmética (restando en al menos una unidad)
Progresion geométrica (dividiendo la talla del problema)
» b:Indica la sobrecarga, es decir, el coste de las acciones
realizadas aparte de la llamada recursiva.

Comprobar si la sobrecarga depende de la talla del problema
(expresada como b*talla) o no (expresada como k).

» Para acotar las ecuaciones se utilizan teoremas.
28




Teoremas de Resolucion de Ecuaciones
de Recurrencia (I)

» Teorema I:

Talla decrece en progresion aritmética y sobrecarga independiente de la talla

Sea T¢(X) = a*T¢(X - €) + b,donde b>=lI,
entonces:

Sia= I, Tf(X) € O(X)
Sia> 1, T(x) € o(ax/c)
» Teorema 2:

Talla decrece en progresion aritmética y sobrecarga dependiente de la talla

Sea Te(X) = a*T¢(x - ¢) + b*x + d,donde
b>=1y d>=1:

Sia=1, T(x) € 6(x?)
Sia> 1, T¢(x) € o(a¥)
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Teoremas de Resolucion de Ecuaciones
de Recurrencia (II)

» Teorema 3:

Talla decrece en progresion geométrica y sobrecarga independiente de la talla
Sea T¢(x) = a*T(x/c) + b,entonces:
Sia=1, T{(x) € 0(log.(x))
Sia>1, Te(x) € 0(x'o9 @)
» Teorema 4:

Talla decrece en progresién geométrica y sobrecarga dependiente de la talla

Sea T¢(x) = a*T¢(x/c) + b*x + d,entonces:
Sia<c¢, T¢(X) € 6(X)
Sia=c¢, T¢(X) € 06(x*1og.(x))
Sia>c, Te(x) € 0(x'o9 (@)

30

Ejemplos de Aplicacion de Teoremas:

» Ecuacion de Recurrencia de Factorial:
Tfactorial (n=0) =k’
Tfactorial (n>0 =1F*% Tfactorial (h -1 +k
Resolvemos y acotamos aplicando el Teorema | cona=c = |
T‘Factor'ia'l (n) € 9(")

» Ecuacion de Recurrencia de Hanoi (No Visto en Teoria):
Thanoi (n = l) = Thovernisco = k’
Thanoi (n > 1) =2 % Thanoi (n - 1) + k
Resolvemos y acotamos aplicando el Teorema | cona =2y c=|

THanoi(n) € 6(2")
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Calculo de la Complejidad Temporal de
la Busqueda Secuencial Recursiva

» Algoritmo de Busqueda Secuencial Recursiva

private static <T> int buscar(T v[],T x, int inicio,int fin)
{
if ((inicio > fin) return -I;
else {
if (v[inicio].equals(x)) return inicio;
else return buscar(y, x, inicio + 1, fin);
}
}

» Asumimos invocacion a buscar(y, x, 0, v.length-);
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Calculo de la Complejidad Temporal de la
Busqueda Secuencial Recursiva (II)

|. Talla del Problema (en funcién de los argumentos).
talla = fin — inicio + | (n° de elementos del vector)

2. Instancias Significativas
Caso Mejor:
El elemento buscado esta en la primera posicion del vector
Caso Peor:
El elemento buscado NO esta en el vector:
3. Ecuaciones de Recurrencia:
Para el caso mejor:
T uscar(talla) = k
Para el caso peor:
TPhuscar(talla = 0) = k
TPhuscar(talla > 0) 1*TPccar(talla-1) + k’
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Calculo de la Complejidad Temporal de
la Busqueda Secuencial Recursiva (III)

4. Complejidad Asintotica para cada Instancia Significativa
(Utilizando el Teorema | cona =c = 1):

TPhuscar(talla) € e(talla)
TMbuscar(ta-l-la) € 9(1)

Tbuscar'(ta-I la) € Oo(talla)
Tbuscar(ta-l-la) € Q(l)

» La ecuacion de recurrencia para el caso mejor es tan
sencilla que no precisa de teorema para su resolucion.

34

La Estrategia de Reduccion Logaritmica

» La estrategia de disefo 6ptima de un método recursivo
lineal con sobrecarga constante consiste en
decrementar la talla del problema geométricamente.
» Teorema I:
Sea T¢(x) = a*T(x - c) + b, donde b>=I, entonces:
Sia=1,T(x) € O(x)

» Teorema 3:

Sea T¢(x) = a*T(x/c) + b, entonces:
Sia = 1,T(x) € O(log.(x))

» Es mas ventajoso el coste logaritmico que el coste lineal ya
que aumenta de manera mas lenta con respecto al tamano

del problema.
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Reduccion Logaritmica: La Busqueda Binaria

(I)

private static <T extends Comparable<T>> int buscarBin(T
v[],T x,int inicio,int fin) {

if (inicio > fin ) return - [;

else { int mitad = (inicio + fin) / 2;

int cmp = v[mitad].compareTo(x) ;

if (cmp ==0) return mitad;

else if (cmp < 0) return buscarBin(v, x, mitad+1, fin);
else return buscarBin(y, x, inicio, mitad- |);

1
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Complejidad Temporal de la Busqueda
Binaria (I)

I. Talla del Problema.
talla = fin — inicio + |
2. Instancias Significativas.

Caso Mejor: El elemento buscado esta justo en la posicion
central del vector

Caso Peor: El elemento buscado NO esta en el vector
3. Ecuaciones de Recurrencia
Caso Mejor
TMbuscarBin(ta11a) = k
Caso Peor:

TPbuscarBin(ta11a = 0)
TPbuscarBin(ta11a > O)

k
1*TPyuscarsin(talla/2) + k
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Complejidad Temporal de la Busqueda

Binaria (II)

4. Complejidad Asintotica para cada Instancia Significativa
(Usando el Teorema 3 cona = |,c= 2):

™, uscarsin(talla) € o(1)
TPbuscarBin(ta-l-la) € 0(1ng(ta11a))

Tbuscar-B-in(t-a-I 1 a) € 0(1 09, (ta-l 1 a))
Tbuscar‘B'in (ta-l -I a') € ch)

» La ecuacidn de recurrencia para el caso mejor es tan
sencilla que no precisa de teorema para su resolucion.
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Otros Ejemplos de Reducciones Logaritmicas

|. Busqueda en un vector ordenado de tamano n:
Busqueda recursiva secuencial: O(n).
Blsqueda binaria: ©(log,(n)).
2. Multiplicacion de dos nimeros naturales a y b:
[**a>=0AND b >=0*/

Realizar una traza de llamadas para

static int multiplicar(int a, int b) { multiplicar(4,5)
. ;En qué orden roducen |
— . {En qué orden se producen las
if ( a==0 ) return O, llamadas recursivas?

else return multiplicar(a - |,b) + b; {En qué orden finalizan? @

Ecuaciones de Recurrencia: (Talla: magnitud de a).
Tmultiplicar(a =0) =K
Ttplicar® > 0) = 1 # T ioiicar(@ = 1) + k

Coste Temporal (Teorema | cona=1yc=I):
T (A) €EO(A)

multiplicar
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Otros Ejemplos de Reducciones Logaritmicas
(II)

2. Multiplicacion de dos numeros naturales a y b:
static int multiplicarRL(int a, int b) {
if(a==0) return 0;
else {
int resLlamada = multiplicarRL(2/2, b);

if (a% 2 ==0) return resLlamada * 2;

else return resLlamada * 2 + b;
i
» Ecuaciones de Recurrencia:
TmultiplicarRL(a =0) =K

T, a>0)=1*T al2) + k
Coste Temporal (Teorema 3 cona=1yc=2):

TmultiplicarRL(A) € O(logz(A))

muItipIicarRL( muItipIicarRL(

40




Recursion Multiple vs Recursion Lineal

» Si un método presenta Recursién Mdltiple, se debe exigir
que los subproblemas representados por las llamadas
recursivas sean disjuntos (ej. Fibonacci).

» En general la recursion multiple implica un coste mas
elevado que la recursion lineal (teoremas).

» Casos especiales:

Ante sobrecarga constante (b), si la recursion es multiple con tantas llamadas
recursivas como subproblemas a resolver (a = c), se obtiene una misma cota
(lineal) que el problema resuelto mediante reduccién aritmética de la talla y
recursion lineal. (Teoremas | y 3).

Ante sobrecarga lineal con la talla y recursion lineal, se puede obtener una cota
temporal peor (cuadratica) que con recursion multiple y division geométrica
de la talla (n*log(n)). (Teoremas 2 y 4).
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